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PROLOGO 



Dada la gran acogida que le dispensaron los estudiantes a 
la ediciones preliminares de esta obra, explica la aparicion de esta 
nueva edicion ampliada a nueve capitulos. en la que se han hecho 
las modificaciones necesarias con el proposito de hacer mas 
asequible su lectura. pues la obra proporciona una excelente 
preparacibn para el estudio de cursos superiores como el Analisis 
Matematicb y sobre todo, el Algebra Lineal. 

El estudiante que ha llegado a este curso ya tiene 
conocimientos del Algebra y la Geometria elemental Es asi que 
en el primer capitulo se desarrolla la relacion que existe entre 
estos dos grandes campos de la matematica, esto es, el estudio 
de la teemea de los vectores en el piano (sislema bidimensional). 
En este capitulo. antes de definir un vector bidimensional. se 
presenta el espacio numerico bidimensional denotado por R 3 En 
los capitulos 2 y 3 se estudian, por separado, las rectas en el 
piano y sus aplicaciones, respectivamente En el capitulo 4 el 
sistema bidimensional se extiende al tridimensional el cual se 
denota por R 1 Los capitulos 5 y 6 proporcionan una introduccion 
vectorial a la geometria analitica solida al estudiar rectas y pianos 
en R 1 En el capitulo 7 se introduce el estudio de los numeros 
complejos que si bien es cierto. tienen gran semejanza con los 
vectores en R‘. no se debe confundir con estos dos conjuntos de 
pares ordenados que tienen naturaleza cualitativamente 

diferentes En el capitulo 8 se hace referenda al estudio de las 
matrices de acuerdo con su dimension o tamano y sus 
aplicaciones a la solucion de ecuaciones lineales. Finalmente, en 
el capitulo 9 se expone la teoria de los determinantes de particular 
importancia en la teoria de las matrices y sus numerosas 
aplicaciones 
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I’lplngo 



Con este libro se tiene la intension de desarrollar la 
capacidad del estudiante y crea en el habitos de rutina 
matematica; esto es, la exposicion teorica es acompanada de 
numerosos ejemplos ilustrativos y ejercicios con sus respuestas 
dadas al final del libro, los cuales, indudablemente. ayudaran al 
estudiante a adquirir destreza y afirmar el dominio de la materia. 
Por ello, se recomienda que los ejercicios propuestos se resuelvan 
sistematicamente. toda vez que su solucion obedece a un criterio 
de aprendizaje progresivo. 

Mi reconocimiento a todos los amigos profesores que 
tuvieron la gentileza de hacerme llegar sus sugerencias y 
observaciones a las ediciones preliminares. Sus criticas 
constructivas hicieron posible corregir, mejorar y ampliar esta 
nueva edicidn. Asi mismo deseo expresar un especial 
reconocimiento a Ediciones RFG cuyo personal no ha escatimado 
esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a la publicacidn 
deltexto. 

El autor 
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(l.l i COORDENADAS RECTANGULARES 

El proposito de esta section es el de definir el concepto de par ordenado de 
elementos, introducir una notation para representar tales pares y definir y estudiar 
operaciones algebraicas sobre pares ordenados de numeros reales. Empecemos 
entonces a definir el producto cartesiano de dos conjuntos. 

DEFINICION 1. 1 El producto cartesiano de dos conjuntos 

Si A y B son dos conjuntos dados, entonces el producto car- 
tesiano de A y B , denotado por A x B , es el conjunto de todas las posibles 
parejas ordenadas (a , b) para las cuales la primera componente es un elemento 
de A y la segunda componente es un elemento de B. En simbolos escribimos : 
AxB = {(tf,fr)|ae A , 6 e B } 

V J 

Por ejemplo , siA = {2,3,5}yB = {a,f>}, entonces 

A x B = { (2 . a) , (2 , b) , (3 , a) , (3 , b) , (5 , a) , (5 , b) } 

El producto cartesiano con el que trataremos en este libro es R x R, denota- 
do mediante R J que se define como el conjunto infinito de parejas ordenadas de 
numeros reales. En simbolos : 

R x R = { (x , y) I xe R.ye R} 

Asi como el conjunto R de los numeros reales es representado geometricamente por 
una recta real, el conjunto R J se representa geometricamente mediante un piano 

llamado piano real. 
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Capitulo l: Veclores en el piano 



El piano real consta de dos rectas perpendiculares entre si, llamados ejes cle 
coordenadas, y su punto de intersection O se llama origen de coordenadas. Las 
cuatro regiones en los que los ejes de coordenadas dividen al piano se llaman cua- 
drantes, y se numeran I , II, III y IV como se muestra en la Figura 1.1. 

Las distancias desde O a los puntos sobre los ejes son distancias dirigidas, 
es decir positivas a la derecha y negativas a la izquierda sobre el eje X y positivas 
hacia arriba y negativas hacia abajo sobre el eje Y. La Figura 1.1 muestra los signos 
de los componentes de cada par (x , y) en los cuatro cuadrantes. 
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FIGURA 1.1 FIGURA 1.2 

Establezcamos ahora una correspondencia bium'voca entre los puntos Pdel 
piano y los elementos (x , y) de R 2 . El asociar a cada par ordenado (x , y) un punto P 
se Neva a cabo como sigue : 

1 . Por el punto que corresponda al numero x sobre el eje horizontal (eje de absci- 
sas) se traza una recta paralela al eje vertical. 

2. Por el punto que corresponda al numero y sobre el eje vertical (eje de ordena- 
das) se traza una recta paralela al eje horizontal. 

3. Al punto de interseccion P de estas rectas se le asocian las coordenadas (x , y). 
P se llama “la grafica de (x , y)” o simplemente “el punto (x , y)". 

Observese que todo P del piano determina un par (x , y) de numeros reales, que son 
su abscisa y su ordenada, y reciprocamente, todo par (x , y) determina un punto P 
(Figura 1 .2). Este medio de establecer una correspondencia uno a uno (biunivoca) 
se llama sistema de coordenadas reciungulares o carle sianas. 

Debido a que existe esta correspondencia uno a uno si dos pares ordenados co- 
rresponden al mismo punto, los pares deben ser iguales. Tenemos entonces la si- 
guiente definicion. 



Seccion 1. 1: Coordenadas reclangidares 3 





DEFINICION 1.2 Igualdad de pares ordenados 


V 


La igualdad de pares (a , b) y (c , d) se define con 
(a ,b) - (c ,d) <=> a -c y b -d 

\ 





Ijcmplo 1 j Para que valor o valores de x se tiene que 
(2x*-7x + 1 ,3x- 1 ) = (-2 , 8) 

Solucion. De la Definicion 1 .2 , se sigue que : 

(2x 3 - 7x + I = -2) a (3x - I = 8) 

de donde : (2x 3 - 7x + 3 = 0) a (3x - 9 = 0) <=> (x = 3 6 x = 1/2) a (x = 3) 

El numero que buscamos es la solucion comun , esto es, x = 3 ■ 



Ejemplo 2 ] Hallar los elementos del conjunto 

A = { (x , y) I (2x 2 + 7x , 4y 2 - 19y) = (x , -12) } 
Solucion. Segun la Definicion 1.2, se debe cumplir que : 

(2x 2 + 7x = x) a (4y 3 - 19y = -12) 

<=> (2x 2 + 6x = 0) a (4y- - 19y + 1 2 = 0) « (x = 0 6 x = -3) a (y = 3/4 6 y = 4) 
Por lo tanto : A = { (0 , 3/4) , (0 , 4) , (-3 , 3/4) ,(-3,4)} ■ 

Una propiedad importante que debe recordarse es que si se emplea una 
misma escala en ambos ejes coordenados, entonces la distancia que separa a dos 
puntos A(x, , y,) y B(x, , y : ) en el piano es. por definicion, la longitud del segmento de 
recta que los une. El siguiente teorema establece una formula de la distancia en 
terminos de las coordenadas de los dos puntos. 

/ \ 

TEOREMA 1. 1 Formula de la distancia 

Dados dos puntos A(x, , y,) y B(x. , y,) en el piano, la distancia 
entre los dos puntos viene dada por la formula 

d ( A , B) = V(x,-x,) 2 + (> ,-> ,)• 



Demostracion. La demostracion se basa en el teorema de Pitagoras. En efecto, en 
el triangulo rectangulo ACB de la Figura 1.3 
I AB = I AC I + I C7B I 

= I x, - X, 1 3 + 1 y, - y, 1 2 

y de aqui obtenemos : 

d ( A , B) = (x, - x,) : + (y, - y,) 3 
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Capitulo I : Veclores en el piano 



Cjemplo 3 ) Demuestre que el triangulo ABC con vertices A(1 , -3), B(3 , 2) 
y C(-2 , 4) es un triangulo isosceles. 

Demostracion. La formula de la distancia da 

I AB I = \'(3- 1) : + (2 + 3)- = V29 
I BC I = V( 3 + 2)’ + (2 - 4)- = V29 
I AC I =V(1 + 2) : + (-3 - 4)- = V58 

Dado que 1 AB I = | BC I , queda probado que el triangulo ABC es isosceles. 

Como I AB I - + I BC 1 1 = I AC 1 3 , la recfproca del teorema de Pitagoras implica ade- 

mas que ABC es un triangulo rectangulo. g 




EJERCICIOS : Grupo 1 



En los ejercicios 1 - 6, determine para que numeros reales la ecuacion es valida. Si 
no existe solucion, indiquelo. 

1. (x - 2y , 2x + y) = (-1 , 3) 4. (x 2 + 2x , 2x 2 + 3x) = (-1 , -1) 

2. (2x + 3y , x + 4y) = (3,-1) 5. (x 2 - y 2 . 4) = (12 , xy - y 2 ) 

3. (x 2 - 2x , x 2 - x) = (3 , 6) 6. (x 2 - xy , 3) = (12 . xy - y 2 ) 

7. Hallar los elementos del conjunto 

S = {(x , y) I (x 2 + 2xy , 3x 2 + 2y 2 ) = (16 , 4xy + 6)} 

8. Hallar los elementos del conjunto 

S = {(x.y)l (x 3 - y 3 , 6) = (19 , x 2 y - xy 2 )} 



Seccion 12: R : eomo espacio vectorial 
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9. Sean los pares ordenados A = (2x + y - 3 , 5y - x - 8) y B = (x + 3y - 1 1 , 2x + 
3y + 4); si A = B. encontrar el valor de S = 4x + 5y 

10. Determinese graficamente las coordenadas del punto I de intersection de la 
recta que pasa por A(2 , 3) y B(- 1 , 4) y la recta que pasa por C(- 1 , 0) y D(-2 , 3). 

1 1 . Hallar x de modo que la distancia de A(2 , -1 ) a B(x , 2) sea 5. 

12. Demuestre que los puntos A(-4 , 4), B(-2 , -4) y C(6 , -2) son los vertices de un 
triangulo isosceles. 

13. Probar que los puntos A(4 . 0), B(2 , 1) y C(-1 , -5) son vertices de un triangulo 
rectangulo. 

14. Usar la formula de la distancia para determinar que los puntos A(-2 , -5) , B(1 , -1) 
y C(4 , 3) estan sobre una recta. 

15. Demuestre que M l - -^ — , ^ * - ) es punto medio del segmento cuyos extre- 
mos son los puntos A (a , b) y B(c , d) 

K 2 COMO ESPACIO VECTORIAL 



Tomando al conjunto R de numeros reales hemos construido el producto 
cartesiano R x R, al cual simbolizamos por 

R ; = { (x . y) lx e R , y e R } 

Un hecho de fundamental importancia en este conjunto es que podemos 
definir en el dos operaciones entre sus elementos similares a la adicion y multiplica- 
cion de numeros reales. Este hecho hace que tal conjunto tenga una estructura 
algebraica llamada espacio vectorial y que, por tanto, nos podamos referir a el no 
solo como el “el conjunto R : ”, sino como el “espacio R J ”. Las operaciones que defini- 
mos en R 1 son : 

DEFINICION 1.3 Adicion de pares ordenados de numeros reales 

Si A = (a, , a : ) y B - (b t , b 2 ) son dos pares ordenados en R-, 
definimos su suma como 

A + B = (a, + 6, , a, , b } ) 

A la operacion que a cada par le hace corresponder su suma la llamaremos 
adicion de pares ordenados. 

■ | j 

Por ejemplo, si A = (3 , 5) y B( 1 , -8) , entonces : 

A + B = (3 + 1 , 5 + (-8)) = (4 , -3) 
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6 Capi'lulo I: Veciores en el piano 

DEFINICION 1.4 Multiplicacion de un mimero real par an par ardenado 

Si A = (a i , a ,) es un elemento de R 1 , y r es un numero real 
(llamado escalar), definimos su producto como 

rA = (ra, , ra,) 

A la operation que hace corresponder a cada numero real y cada par ordenado 
su producto escalar la llamaremos multiplicacion de un numero real por un par 
ordenado. 

Por ejemplo, si A = (-2 , 6) y r = 3/2 , entonces : 

rA = i(-2,6) = (i(2) 1 1(6)) =(-1,9) 

Observese que, segun estas definiciones, tanto la suma de pares como la 
multiplicacion de un escalar por un par ordenado, son nuevamente elementos de R J . 
Por ello se dice que estas operaciones son cerradas en RL 

Estas dos operaciones gozan de propiedades muy importantes que se indi- 
can en el siguiente teorema. 

TEOREMA 1.2 Propiedades de los pares ordenados 

Dados los pares ordenados A, B, C e R 1 y los escalares r, s e R. se 
cumplen las siguientes propiedades para la adicion de pares ordenados y la multipli- 
cacion de escalares por pares ordenados. 

A, : Si A, B e R 1 ■=> (A + B) e R 1 (Clausura) 

Aj : Si A, B e R J <=> A + B = B + A (Conmutatividad) 

A 3 : Si A, B, C € R 1 (A + B) + C = A + (B + C) (Asociatividad) 

A a : Propiedad del elemento identidad para la adicion de pares 

3 ! 0 e R I lA + 8 = 0 + A = A, VA e R : (0 = (0 ,0)) 

A s : Propiedad del elemento inverso para la adicion de pares 
3 ! - A e R J I A + (-A) = (-A) + A = 0 , VA e R J 
M, : Si r e R y A e R 1 <=> r A e R 1 (Clausura) 

M 2 : 3 I e R I 1A = A , VAe R ; (Existencia del elemento neutro) 

D, : r (A + B) = r A + r B , Vr e R , VA , B e R J (Ley distributiva) 

D 2 : (r + s)A = rA + sA , Vr , s € R , VAe R : (Ley distributiva) 

D 3 : r(sA) = (rs)A , Vr.se R, VAe R ! (Ley distributiva) 

Se deja al lector la demostracion de cada una de estas propiedades haciendo uso 
de las propiedades respectivas de los numeros reales. 



Seccion 1.2: /?’ como espacio vectorial 



7 



DEFINICION 1.5 El espacio vectorial 

El espacio vectorial V es un conjunto de elementos, llamados 
veciores, junto con un conjunto de elementos, llamados escalares, con dos ope- 
raciones llamadas adicion vectorial y multiplicacion escalar\a\es que para cada 
par de vectores A y B en V y para todo escalar r, un vector A + B y un vector i A 
estan definidos de tal forma que las propiedades del Teorema 1.2 se satisfacen. 

' J 

El Teorema 1.2 nos demuestra que el conjunto R J es un espacio vectorial 
sobre R. denotado por V,. Por tanto a los pares representados por (x , y) tambien los 
llamaremos vectores. 

* 

DEFINICION 1.6 Veciores en el piano 

Un vector en el piano es un par ordenado de numeros reales 
de la forma <x . y), donde x e y son las componentes del vector. 

Para denotar vectores se utilizan letras en negritas tales como A, B, C, a, b, 
c, v, x, y, z. En la escritura a mano se usan los simbolos como A , a , de tal forma que 
un vector A de componentes escalares x e y se escribira A = (x , y), para distinguirlo 
del punto A(x , y). Para denotar los numeros o escalares, se usaran letras minuscu- 
las tales como a, b, c, r, s, l, x, y, z, como contraste con los vectores. 

Dado dos vectores en V., A = <x, , y,) y B = (x, , y,) , podemos definir 

1. Si A = B » (x, = x,) a (y, = y,) (Igualdad de vectores) 

2. A + B = (x, + x, , y, + y,) (Definicion 1.3) 

3. rA = (rx ,rxj (Definicion 1.4) 



Ejemplo 1 ] Si A = (-2 , 3) y B = (4 , -1 ), hallar el vector V = 2A + 3B 



Solucion. Si V = 2(-2 , 3) + 3(4 , -l> <=> V = (-4 , 6) + <12 , -3) 

= (-4+12,6-3) 

= (8 , 3> 



(Def. 1.4) 
(Def. 1.3) 



Ejemplo 2 j Hallar el vector x en la ecuacion 

2(-1 , 2) + 3x = (4 , -5) 

Solucion. Supongamos que x = (x , x,), entonces en la ecuacion dada 









